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Processo de Nascimento (Puro)

S=N=NuU{x}=1{0,1,2,...,00}

Cadeia de saltos: (Yn)n>0 tq Pxx+1 =1, x € N

Tempo de permanéncia em x ~ Exp(gyx), onde

0 < gy < o0, x €N, s3o as taxas de nascimento

Dado que Xg = x € N, entao Y, = n+x, n > 0, e os tempos de
salto Ty, Ty,... sdo exponenciais independentes, T, ~ Exp(qpix)-
Exemplos. 1) O PP(\) é um PN com g, = .

2) Processo de nascimento simples ou linear.

Em certa populacdo, os individuos se reproduzem,
independentemente cada um dos demais, a taxa A > 0 (isto é,
cada individuo produz descendentes em tempos Exp()\),
independentemente dos demais).



PN simples (cont)

Pela falta de memédria da distribuicdo exponencial, a populacdo, quando
estd com tamanho n, cresce para n+ 1 num tempo que é o minimo de n
exponenciais independentes, cada uma com taxa A, logo com distribuicdo
Exp(nX). Entdo (X;) ~ PN(gx = xA, x € N).

Vamos calcular u(t) := E(X;) sob Py.

Seja T o tempo do nascimento do lo descendente do 1o individuo da
populagdo (aquele presente na populagdo no tempo 0): T ~ Exp()).

Temos que

A~
w(t) =Ei( X , T >t)+E(X, T < t)

t
= P(T>t) + /ds)\e_AS Ei(Xe| T =)
0 _/_/

IE2()<t75);2]El()<t—s)

t
= e_M—I—2/O dshe ™ u(t —s) (1)

*Sob P, (X:) = soma de 2 PNs independentes sob-P;.



PN simples (cont)

Multiplicando por et os 2 lados de (1):

v(t—s)

t —_——N— t
v(t) = p(t)er = 1+2/\/ ds Xt9) (t — s) = 1+2)\/ dsv(s)
0 0

Diferenciando: 1/(t) = 2\v(t) = v(t) = const e®*t.
v(0) = u(0) = 1 = const

2X

Logo, v(t) = e?M, e segue que u(t) = e Mu(t) = e,



Explosao

Seja S, =>" 1 Tie(=limpe Sp.

Teorema 1

Seja (X:) um PN com taxas de nascimento (gx)xen; Xo = 0.

(i) Se > en i < 00, entdo P(¢ < o0) = 1.

(ii) Se Yyen g = 00, entdo P(¢ = o0) = 1.

Dem. Basta aplicar o Teorema 4 do Album 13.

Propriedade de Markov

Pode ser estabelecida para os PNs de forma similar ao caso do PP.



Caracterizacoes equivalentes do PN

Teorema 2

Seja (X:) um processo n3o decrescente, continuo a direita em N.
Sejam 0 < gy < 00, x € N. S30 equivalentes

a) (Xt) é um PN com taxas (gx) (como definido acima).
b) Dado que X; = x, (X¢+s)s>0 € indep de (X;)r<¢, €, unif/e em t:
P(Xeeh — Xe = 0| Xt = x) =1 — gch+ o(h),
P(Xirn — Xt = 1| Xt = x) = gxh + o(h).
c) (Xt) é Markoviano, temporalmente homogéneo, e
Px(Xe = y) = Pxy(t), t >0,
onde {Py,(t); x,y € N; t > 0} é a (lnica) solugdo de
» {P;o(t) = —qoPuo(t), Puo(0) = do;
Py (t) = =y Puy(t) + qy—1Px,y—1(t), Pxy(0) =0xy, y > 1.

Dem. Similar a do caso do PP.



Probabilidades de transicao no tempo t

(x) pode ser resolvido recursivamente, similar/e ao caso do PP.
Vamos considerar o caso em que x = 0 e gy's positivos e distintos.
Poo(t) = e™®F; Poy(t) = —aq1Po1(t) + qoPoo(t), e logo

t
(Po1(t)e™?)' = qo el =) = Py (t) = eqlt/ qo (=)o ds,
0
Finalmente,

Pgl(t) = ﬁe*qﬁ(e(m*%)t _ 1) — ﬁ(efqot . efqlt)



Probabilidades de transicdo (cont)

Similarmente, de P}, (t) = —q2Po2(t) + g1 Po1(t) segue:

t
Poo(t) e®t = ﬂ/ (el2=am)s _ gla=a1)s) ds
0

d1 — Qo
— qi1qo |: 1 (e(quqo)t o 1) . 1 (e(‘h*‘h)t _ 1)]’
d1—qolq2 —qo a2 —q1
e logo
1 1
Poa(t) = [ (7 — ™) - ——— (e — ™)),
d1—qoltq2 —qo g —q1

e assim por diante.



